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Es wird bewiesen, daB Perimeterkoordinaten fiir Vierteilchensysteme nicht existieren.
1t is shown that perimetric coordinates for four particles do not exist.

On montre que les coordonnées périmétriques n’existent pas pour un systéme & 4 parti-
cules.

Einleitung

Perimeterkoordinaten fiir Dreiteilchensysteme sind seit langem bekannt. Die
erste Verwendung geht auf James und CooripgE [I] zuriick. Interessant wurde
die Einfithrung jedoch erst, als Prxeris [2] mit ihrer Hilfe die Korrelation der
beiden Heliumelektronen relativ einfach erfassen konnte. Die Idee basiert darauf,
daB die Abstande r,, 7,, 7,5 dreier Teilchen nicht unabhingig voneinander sind,
sondern die sogenannten ,,Dreiecksungleichungen‘ erfiillen missen. Fir den Fall
dreier Teilchen kann man diese Relationen zur Definition von drei unabhéngigen
Koordinaten verwenden, deren Wertebereich von Null bis Unendlich geht:

1
Uy = Ty Ty — T Ty = (U 1 Uy)
. ES
Uy = Ty — T+ Ty ry = g(uy - us) (1)
1
Ug = — T+ Ty + T1p 715 = 3(Us + Uy) .

Rasier und KarL [3] haben sich kiirzlich mit dem Problem befafit, Perimeter-
koordinaten fiir Vierteilchensysteme zu finden. Sie stellten an die Transforma-
tionsmatrix B, die durch
{r} = B{u} @)
definiert ist, gewisse, fiir die Existenz von Perimeterkoordinaten notwendige Be-
dingungen. Da sie keine entsprechende Matrix fanden, glaubten sie vermuten zu
diirfen, dafl Perimeterkoordinaten fiir Vierteilchensysteme nicht existieren.
DafB dieser SchluBl auf einer falschen Voraussetzung beruht, hat R. J. WHITE
[4] gezeigt. Er konnte ndmlich eine Matrix B angeben, die die Bedingungen aus

[3] erfiillt. Gleichzeitig stellte er aber durch Ubergang zur inversen Matrix 4, die
durch

{u} = A {r} (3)
gegeben ist, fest, dafl die angegebene Matrix B gegen die Voraussetzung verstoft,

daf die {u} nicht negativ sein diirfen. Damit war gezeigt, daB die Bedingungen
aus [3] nicht hinreichend sind, um die Transformation zu bestimmen.
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Versuch zur Konstruktion ven Perimeterkoordinaten

Wiihrend in [3, 4] die Eigenschaften der Matrix B betrachtet wurden, scheint
es uns zur Losung des Problems zweckméBiger, Aussagen tiber die Matrix 4 zu
machen,

Wenn man von der bereits in [3] erwdhnten notwendigen Voraussetzung aus-
geht, dafl B nur Elemente b;; groBer oder gleich Null enthélt, so 146t sich leicht
zeigen, dall die inverse Matrix 4 auch negative Elemente enthalten muB. Aus
Orthogonalitdtsgriinden gilt ndmlich:

Z byaje =0 firi#£ k. (4)
7

Das bedeutet, daB die Linearkombinationen von r-GréBen, die die {u} definieren,
auch negative Koeffizienten enthalten. Da die {u} aber positiv definite GroBen
sein sollen, miissen sie sich in positiv definite GroBen zerlegen lassen. Die einzigen
positiv definiten Linearkombinationen der {r}, die negative Koeffizienten enthal-
ten, sind aber durch die 12 Dreiecksungleichungen des Tetraeders oder deren
Linearkombinationen gegeben.

Dies sei anhand eines Beispiels veranschaulicht. Sei etwa

Uy = ary -+ bry + crg 4 diryy + ey + frag
mit d < 0, so kann man die Zerlegung folgendermaBen vornehmen:
Uy = a'(ry + 1o — 71g) + V' (rg + oy — 1pp) + 01y F dry + €rg + frig b gy
mit o', b’ > 0.
Falls einer der Koeffizienten ¢'. . .¢’" kleiner als Null ist, muB} sich der Rest der
{r} nach dem gleichen Prinzip weiter nach Dreiecksungleichungen zerlegen lassen,
damit sichergestellt ist, daB stets u; > 0 ist.

Damit haben wir den Ansatzpunkt zur Konstruktion der {u} gewonnen. Wir
definieren mit den 12 Dreiecksungleichungen 12 Groflen:

By =r +1y — 1 Ry =71 — 1y + 11 By =—ry +ry +71
By =1 +r5 — 133 By =r —ry + 133 Ry = —ry +1y +1y
By =7y +75 — 1y By =1y — 15 + 13 By =—ry +ry +ry
Biy=rp+ 73— 7 By =119 — 13+ 7ag Bio= —rg+ 15+ 1y (5)

und suchen aus diesem Satz 6 linear unabhéngige.

Am einfachsten geht man dabei so vor, daBl man je zwei R-Grofien, die zum
gleichen Dreieck gehdren, addiert. Man erhédlt dadurch jeweils eine r-GroBe. Da
wegen der 12 Dreiecksungleichungen alle 7-Grofen doppelt auftreten, ergeben
sich folgende 6 Gleichungen:

R,+ R,= R, + R,

R, + Ry= R, + R,

R,+ RE;= R, + R,

B, + By = B+ Ry

R5+R6=R10+R12

By + By = Ry; + Ry, . (6)
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Aus (6) kann man 6 R-Gréflen eliminieren:

R, = RB;+ B, — By
Ry = — By+ By + By
By =— By+ By + By
By = R;+ Ry — By
Ry = B3+ Ry — Ry
Ryy= By+ By + By — Byp— By - (7

Der Satz der iibrigen Grofen
Rs, B, By, Ry, By, Byy (8)

ist zwar linear unabhingig, aber nicht vollig unabhingig. Wegen (7) gelten ndm-
lich 6 Ungleichungen:

B+ R, —Ryy>0 Ry+ RBy— R;; =0
~ By + Byg+ By =0 B3+ Ry — Ry = 0 )
— R;+ R, +E; =0 R,+ R, + Ry, — Ryy— B3 =20

Die Abhiingigkeit der Grofen aus (8) dullert sich auch in folgendem: Wiirde man
mit (8) die sechs u-Grofen definieren, u; = Rg, 4y = R; usw., so erhielte man eine
Matrix B, die negative Elemente enthilt, was gegen die Voraussetzung verstofis:

4 1 0 1 0 0 11 1 0 o0 &
£ 0-1 0 1 0 i1 01 9.1 o
0 1 1 0 0 —1 0o 0 % % 0 0
Ad=\ o1 1 0o 0o t]B7\ 0o 0 0o 0o 3 3] W
0 0 0 1 1 -1 PO O S |
0 0 0 1 -1 1 il oo 1.1 0

Aus (9) 148t sich leicht festellen, daB es nur vier unabhéingige R-GroBen gibt. Aus
(8) kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Gréfen R,, Ry, By, By
zur Definition von vier u-Groflen verwenden.

Uy =By = 1y 15 — 7y
Uy =By = —1y + 75 + 7o
Ug= Rig= 73+ ryg— Teg
Uy = Ryg = 19— 715+ Ty (11)

Die beiden fehlenden GréBen ug, u; koénnen keine Linearkombinationen der {r}
mit negativen Koeffizienten sein, da negative Anteile sich auf die { R} und damit
auf eine Abhingigkeit von u,. . .u, zuriickfithren lassen. Also mull

U5 = agry + byry + 5y + diryn - €57ig + fiTag
Ug = gy T by + CgTs + dg1a T €g713 + fores (12)
mit a;. . .f; = 0 (¢ = 5,6) sein.
In %, und %, muB mindestens je ein Koeffizient von Null verschieden sein,
darunter wegen der Wahl von u,. . .u, a; oder a;. Wenn u; und u, verschwinden,

miissen alle in u; und %, enthaltenen r-Groflen verschwinden, insgesamt min-
destens zwei. Wir nehmen an, daB u, und u, nur je eine r-GroBe enthalten, da in
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diesem Falle die Entartung des Tetraeders fiir w; = ug = 0 am geringsten ist,
d. h. die Zahl der Variablen {r} sich am wenigsten vermindert. Wir kénnen zwei
Falle unterscheiden:

1. 45 und u, bilden zwei nicht-anliegende Seiten des Tetraeders
Uy =1 Ug = Tog - (13)

Dann folgt aus u; = ug = 0:
T1g =" =Ty =Ty
und damit nach (11):
Uy = Ug = 27y, Uy = Uy = 0.

2. uy und u, bilden zwei anliegende Seiten des Tetraeders

Uy =1 Ug = Ty . (14)
Dann folgt aus u; = w4z = 0:
=0, 713 = T'9g = T3
und damit nach (11):
Uy = 21, Uy =Ug =1y =0.

Fiir ug = r;, 15 oder r,5 sind die Folgerungen qualitativ die gleichen.

Damit ist bewiesen, daB es sechs unabhingige Variable {u}, die Linearkombi-
nationen der Abstandsgréfen {r} sind und deren Wertebereich von Null bis Un-
endlich geht, nicht gibt. Das Verschwinden einer der GroBen {r} vermindert nim-
lich die Zahl der Variablen um drei, weil jede Tetraederseite zu zwei Dreiecken
gehort. Das Verschwinden von GroBen aus dem Satz {u} filhrt nur dann nicht
unmittelbar auf das Verschwinden von GroBfen aus dem Satz {r}, wenn auch in
u und ug negative Anteile auftreten. Das ist aber wegen (7) bzw. (9) nicht méglich.

Der tiefere Grund fiir die Nicht-Existenz von Perimeterkoordinaten ist somit
darin zu suchen, daf} es nur vier unabhingige Dreiecksungleichungen gibt, ent-
sprechend der Zahl der Flichen des Tetraeders.

Herrn Professor H. HartMANN danke ich fiir das Interesse an dieser Arbeit und der
Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir finanzielle Unterstiitzung.
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